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第１４章 発散 

２次元での発散 Divergence 

２次元のベクトル場 V  がある。 例えば２流体で u, v が平面内のある座

標 ( x,  y ) における、流れの速度 Velocity の x 成分と y 成分と想像してもよい。 
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(x, y) において、きわめて小さな面積 dxdy から、流出する流体の流量から、

流入する流体の流量を差し引いたものは、 

 

であらわされる。  
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で定義されるスカラー量をベクトル V  の発散という。  
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発散は下のように書かかれる場合も多い。   
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なお、２次元完全流体において、 0=
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 は 連続の式と呼ばれてい

る。 
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１４．１   
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   の発散をもとめよ。 
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ゆえに、原点を除く場所では 0=
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原点では今のところわからない。 あとで学ぶ 

１４．２ 

ベクトル場 の例として下のような関数であらわされるものがある。 
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このベクトル場の発散をもとめよ。 

１４．３    ２D 流体のある領域Ｄで、次の式は何を意味するか。 
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(答え）領域Ｄ内の発散の総和。 

２次元での発散 Divergence とフラックス Flux（たば） 

１４．４  ２D の Vector  field V のの発散の定義をのべよ。 
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１４．５  境界線 Boundary のきわめて小さな、長さ ds の切片 Segment をと

る。 2D 流体がその小片をV の速度ベクトで通過する。  
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小片の単位法線ベクトルが  であらわされる。 小片を通って流れ出る

流量はいくらか？ 
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（答え）dQ dsNv ˆ•=
r  

１４．６ 上の切片 ds の x 成分、 y 成分を dx 、dy とするとき、下を証明せよ。 
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ゆえに  0=+ dyndxn yx dx
dy

n
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= 。 の単位ベクトルは
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ある。 

１４．７    2D 流体のある Region Ｄをかこむ Boundary を C とするとき、次の

式は何を意味するか。 
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(答え）領域Ｄの境界Ｃから出てゆく束。 
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１４．８  次の式は発散形式でのグリーンの定理と呼ばれる。 この式を自分

の言葉で説明せよ。 

( ) ∫∫∫ 
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（ヒント）領域Ｄの発散の総和の面積分は境界Ｃから出る束の線積分にひとし

い。 

１４．９  Use Green's Theorem to find the outward flux of the vector field across the 

boundary of the region D: the solid circle .  122 =+ yx
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（ヒント）極座標を使うと簡単。. 
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このベクトル場で領域から原点をのぞくと、「連続の式」を満たしているから、

発散は 0=
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∂
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∂
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で、こ の積分は 0=
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となるはずだがそうは

問屋がおろさない。   

線積分で ( ) ∫∫∫ 
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uvdxudy  の左辺が 2πと出た。 
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したがって、右辺は特異点を含む領域では 2π にならなければならない。  

そう！ 原点（特異点）には、積分すると２πになる Source がある。 これは

デイラックのデルタ関数というやつに係数をかけたヤツで、インパルスとも呼

ばれている。 

（１）  、0≠x 0≠y  のとき ( ) 0=tδ  

（２）  ( ) 1, =∫∫
∞

∞−

∞

∞−

dxdyyxδ

という針のような関数で、イメージとしては 
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